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Ekeland 变 分 原理 导出 的 向 量 均 衡 系统 解 的 存在 性 * 
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摘 E 本 文 研 究 了 定义 在 度量 空间 上 的 向 量 均衡 系统 解 的 存在 性 问题 。 利 用 非 线 性 标量 化 方法 ， 将 
向 量 优化 问题 转化 为 数量 优化 问题 ， 得 到 了 Ekeland 变 分 原理 的 一 个 向 量 形式 推广 。 用 向 量 形 
A Ekeland 变 分 原理 ， 证 明了 向 量 均 衡 系 统 解 的 存在 性 定理 。 结 果 表 明 ， 如 果 函 数 满足 向 量 形 
I Ekeland 变 分 原理 和 上 半 连 续 性 条 件 ， 那 么 向 量 均衡 系统 的 解 集 非 空 。 
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1 引言 与 预备 知识 


自从 引入 均衡 问题 由 以 来 ， 它 受到 了 广泛 地 关注 由 ， 它 不 但 与 数学 中 很 多 重要 问题 (如 数 
值 优 化 问题 、Nash 均衡 问题 、 变 分 不 等 式 问 题 、 互 补 问题 等 ) 有 着 密切 的 关系 中 ， 而 且 在 经 
济 、 力 学 等 许多 领域 的 重要 应 用 价值 日 益 凸 显 。2000 年 ，Ansaril4 引入 并 研究 了 向 量 均衡 系 
统 ， 利 用 它 可 以 研究 向 量变 分 不 等 式 系统 、 向 量 优化 系统 和 向 量 均衡 等 诸多 问题 癌 。 

著名 的 Ekeland 变 分 原理 及 其 推广 形式 5659 在 优化 理论 、 控 制 论 和 非 线性 分 析 等 数学 的 
许多 领域 有 着 重要 的 应 用 。 最 近 ， 它 被 推广 为 向 量 形式 Ekeland 变 分 原理 5,9， 并 利用 这 种 
向 量 形式 Ekeland 变 分 原理 证 明了 均衡 问题 和 向 量 均衡 问题 解 的 存在 性 。 本 文 利 用 向 量 形 
式 Ekeland 变 分 原理 研究 了 向 量 均衡 系统 问题 ， 给 出 了 完备 度量 空间 上 向 量 均衡 系统 解 的 存在 
性 结果 。 

在 完备 度量 空间 中 ， 非 空 闭 集 列 有 如 下 交集 定理 ， 它 类 似 于 数学 分 析 中 的 闭 区 域 套 定理 。 

3810 设 (X,d) 为 完备 度量 空间 ，{ 玉 } C 和 X 是 一 列 非 空 闭 集 。 若 

1) Fr C Fh, n=0,1,2,..; 

2) diamF — 0(n — œ), H} diamF, = sup, yer, d(z, y) 是 五, 的 直径 ; 

则 存在 惟一 ze X 使 得 {z} = CS Fu. 

设 世 为 Hausdorf 拓 扑 向量 空 间 ，C Æ Y 中 的 闭 凸 点 锥 且 intC 关 0 (intC 表示 C 的 拓扑 内 
部 )， 则 锥 C 在 Y 中 诱导 出 一 个 偏 序 关系 四 “<o”。 设 e eintC， 由 文献 [8] 定义 的 非 线性 标量 
化 函数 各 : Y — RA & (y) = min{t € 恨 :y€ te 一 C}。 它 具有 次 可 加 性 、 连 续 性 、 凸 性 和 严格 
WED, H gele) = 1, &(-e) = -1。 

BI = {1,2,… m} 为 指标 集 ， 对 每 个 ie I, (Xodi) 为 完备 度量 空间 。 若 X = Ie Xo 
而 d(z,y) = maxier{di(zi,%)}， 则 4d 是 下 上 的 一 个 度量 ，(X, qd) 为 完备 度量 空间 。 设 D; C 
XAAR, WD = [Lez Di 为 XX 的 闭 子 集 。Di = Ier ye Di 中 的 点 表示 为 zi，z e DIS 
成 z= (xt, xi) € DË x Di;。 对 iE TJ 了， fi: Dx D; —^Y Au. 
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定理 1 WE fi: Dx Di —Y ÑE: 
1) 对 每 个 ;ET 和 任意 的 z = (zi,zi) € D, t file, zi) = 0; 
2) ”对 每 个 i E 了 和 任意 的 z = (x, xi) € D, z= (zi,zi) € D, yi € Dio 有 


fila, zi) + fit yi) Se fils, yi); 


3) FELO e D, WERKA ie I &(fix 9,9) 8 Ft, MEE a e 到， 使 得 对 任 
意 的 y; € Dis &(fi(z'9,u)) > a 
4) 对 所 有 的 ieEI 和 x € DD， 


Fi(z) = (yi € Di : fi(z, yi) + di(zi, yije <c 0) 


都 是 闭 集 。 
那么 对 于 任意 的 0 < e < 1， 存 在 z == (zi, Hi) e D， 使 得 


fií(£, yi) + edi(Zi, yi)e Zc 0, Vy=(y,y) E€ D\ {3} 


证 明 对 每 个 ie 了 和 任意 的 z= (zz zi) ED, Fila) 非 室 (zi € F(z))。 当 yi € F(x) tf, 
Fi(y) C File) HP y= (ai, yi) SX b. Fae Fi(y)， 则 


fily, zi) 十 di(yi, zije <c 0, 


iff EH y; € Fi(x) 得 
filz, yi) + di(zi, vi)e <c 0, 


结合 2) 和 d; 为 度量 就 得 到 
filz, zi) + di(zi, zije <c 0, 


Bp ze Fi(x). 
u(x) = inf;ez c) £ (imu). 83) "aU e F(z), fti 


& (fi(z 9,20) < v (09)-271, vier. 


DrD = (a(9 a0. ... (D) e 万 ， 由 2) 结 合 非 线性 函数 & 的 次 可 加 性 和 单调 递增 性 ， 对 每 
^ie I 


& (fix, (P?) + e (fi(2 0) > & (fix, (P) + f (5, y:)) > & (f(x, ui), 
BH FH AIO E SURE E; (s) C F), 得 
v(z) = £& (fi(z& y)) 2 2 & (fiat D. y) 


seo) P 


> te( Hz,o)) — & indi z(!?)) > -271. 


Vi eR eo) * 
B aU e Ea), de 


& (Fi(zD,a(0)) < (20D) 272, viel, 
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令 z = (D P, n) e 万 ， 同 样 可 得 w(z@)) > 2-?。 继 续 此 过 程 ， RAAT DHH 
一 个 序列 {z( 中 }， 使 得 对 每 个 ieET 和 n= 0,1,2,…， 有 


z(t) € F;(z(")), vi (z^ *?) > -2-^-1 
£e (fi(z9, 20 *?)) «€ vi (z 0?) 十 27"! Viel, 


进一步 
diamF;(z?) < 277+ — O(n >œ), viel. 
Six b, ER z € F), WEE EC, WA 
-d;(z(?, zije = fi(sf?, zi) +61, 
结合 Ee 的 性 质 得 到 
-di (1,2) = & (fn 2) e) 2 6 (i017, 2) 2 v (20), 
从 而 对 任意 zi, yi € F0). 8 
dj(z;,y;) < di(zi 29) di (af?) < 一 2ui(zn) < -27^. 


Wre D, X F(z) = F (£) x F(£)x- -x Fm(z) H4) 容易 证 明 F(x) 是 非 空 闭 集 ， 
而 且 当 y € F(T) 时 F(Yy) C F(z). RERA n WHE F(t) C F(z^). 55h diy z € F(z) 
则 

d(y, z) = max di(yi, 2i) < max diam (F.(207))) => 0 (n > o9), 
i diam(F(z(?)) 一 O(n 一 oo). 所 以 由 引 理 1 可 知 门 ?2.o (zn) 为 单 点 集 {2}。 进一步 还 可 以 
得 到 伍 } = F(z)。 事 实 上 ， 由 于 对 每 个 n 都 有 Zz E F(z(?), 所 以 F(z) C Nio F(E) = {2}. 
对 任意 ze D， 设 


Fe(x) = (yi € Di: fií(z yi) + edi(zi Yi)e Sc 0), 


则 同样 可 以 得 到 : 
(@) y= (y) € DR e Fr) Ff) C FG): 
(b) diam(Ft(z(?))) < «7127! — 0(n — o9): 
(c) F*(a (0) 非 空 ( 因 z; € Fe (x ?)). 
另外 ， 若 0 < e < 1， 可 以 得 到 羽 (z) c Fr(z?). PRE dy ERa) MWA 
filz, y) + edi(zi yie So fi(z yi) + dilz, yije <c 0. 
因此 ， 车 设 FS (a) = Fi(z) x F3(z) XX F$ (x). WA F(z) C F(x) 从 而 有 
{2}= N F3?) c N F9). 
n=0 n=0 


假设 又 有 z ENL, FO), Wh (b) 有 


d(ž, z) = max di(£i,zi) € max diam (Fr (29) < c 127711 一 0 (n — oo), 
B 12 
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即 z = z RENo Fe) = (z). h(a) TUAR F*(z) C po F(a), Bii (c) 8k 
得 到 了 F(z) = {z}， 于 是 对 每 个 i € Id FE) = (zi). MAy € Di B. zz zo X 
fiy Fi) BI 

fi(z, yi) + edi(zi, yi)e £c 0. 


当 了 为 单 点 集 时 ， 定 理 1 和 文献 [四 中 的 定理 1 有 相似 的 结论 ， 但 它 和 文献 [四 中 的 定理 1 不 
同 的 是 ; 首先 定理 1 中 条 件 3) 弱 于 文献 [四 中 定理 1 的 条 件 (ii); 其 次 ， 若 文献 [5] 中 定理 1 的 
条 件 (v) 成 立 ， 则 这 里 的 条 件 4) 也 必 成 立 ， 即 条 件 4) 是 文献 中 定理 1 的 条 件 (iv) 的 一 个 推 
ie. 


2 ”向 量 均衡 系统 解 的 存在 性 


BI, Xi D, X, D,Y 和 C 如 上 所 述 ，f; : DxD; 一 了 为 向 量 值 函 数 ， 向 量 均衡 系统 (SVEP) 
就 是 : RIZED, EA 


fi(z, yi) ¢ 一 int C, V yi e D; ic I. (1) 


研究 (1) 的 解 的 存在 性 时 ， 因 函数 f; 定义 在 度量 空间 上 ， 故 不 必 考 虑 其 凸 性 和 单调 性 。 
定义 1 WecintC, fi: Dx Di Y, e»0. Fre = (zf, ta) € DHE: 对 每 个 re Ln 


filte Yi) + edi(Tei yije ¢ —intC, Vy €Di HR wi ze, 


则 称 ze 为 向 量 均衡 系统 (1) 沿 方 向 e 的 ee- 向量 均衡 点 。 

定理 2 RD CX; 是 紧 集 ， 若 刻 :D x Pi 一 了 满足 定理 1 的 条 件 1)-4)， 并 且 还 满足 ， 

5) 对 每 个 ie 了 和 任意 的 yi E D;, fil y) E D EEPE. 
则 向 量 均衡 系统 (1) 的 解 集 非 空 。 

证 明 车 所 满足 定理 1 的 条 件 1)-4)， 根 据 定理 1 可 知 : 对 任何 正 整数 nm， 都 存在 向 量 均衡 
系统 (1) 沿 方向 e 的 1/m- 向 量 均衡 点 09 使 得 对 每 个 ie 了 


1 "n n 
Fila yi) 十 (=) (a hyje£c0, Vy €D; 有 w* zi. (2) 


HD: c X ERER, JW Dii XM ETÍÓ. W (a0) c DEKANTI Pr zc 
D (n 一 œ)» FEWE z Æ (1) 的 解 。 

假设 未 不 是 (1) 的 解 ， 那 么 存在 k E IM ge E€ Dr IER fel, gk) € 一 int COC， 因而 存在 f(z, yx) 
WRR VIE V C -intC， 由 5) 及 zl" 一 可 知 存在 正 整 数 N， 使 得 当 n > N 时 f(z 人 ,gx) 
€ 一 int COC， 因此 当 %n 充 分 大 时 ， 有 


fk (a9, yx) n (1/n)dy (a£, yx)e € —int C, 


这 和 (2) 了 矛盾 ! 

定理 2 中 假设 刀 是 紧 集 ， 如 果 厂 为 非 紧 集 ， 只 要 附加 强制 性 条 件 89] 就 可 以 证 明 (1) 的 解 集 
非 空 。 显 然 ， 定 理 2 不 要 求 定义 域 为 凸 集 ， 另 外 也 不 要 求 函数 具有 凸 性 或 单调 性 。 

如 果 指 标 集 ; € 了 是 单 点 集 ， 则 向 量 均衡 系统 问题 (1) 就 退化 为 一 个 向 量 均衡 问题 。 设 万 为 
完备 度量 空间 X 的 一 个 子 集 ，f : D x D 一 了 Y， 向 量 均衡 问题 就 是 ， 找到 去， 使 得 


f(z,y) ¢ ~intC, VycD. (3) 
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推论 1 设 刀 是 天 的 紧 子 集 ，e e intC， 如 果 向 量 值 函数 /: Dx Do Y WE: 
1 X^reD, ff(zz)-0: 

2) IHE x,y,z € D, 8 flz,y) <c F(z, 2) + f(z,y): 

3) 存在 zo € D. WE Eloy) 有 下 界 ; 

4) X8 TzrecX,F(z)-(y€D:f(z,y) - d(z,y)e <c 0} 是 闭 集 ; 

5) 对 每 个 ye D, f(,y) 在 D 上 半 连 续 。 


则 向 量 均 衡 问题 (3) 的 解 集 非 空 。 
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Existence for System of Vector Equilibriums via Ekeland's Principle 
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Abstract: This paper studies the existence of solutions for the system of vector equilibrium problem 
on metric spaces. By using the nonlinear scalarilization method, vector optimization problems are 


transformed into scalar optimization problems. Sequentially, the Ekeland's variational principle is gen- 


eral 


ized to the vector form Ekeland's variational principle. Using the vector form Ekeland's variational 


principle, we establish an existence theorem for the system of vector equilibrium problem. Our results 
show that, if the function satisfies the vector form Ekeland's variational and the upper semi-continuity 
assumption, then the set of solutions for the system of vector equilibrium problem is nonempty. 

Keywords: vector equilibrium problems; system of vector equilibrium problems; Ekeland's variational 


principle; approximate solution 
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